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overzicht van de oorspronkell jke vorm van de simplexmethode, de
herziene simplexmethcde (reviced simplex method), waarmee de be-
rekeningen in het algemeen aanzlienli jk minder tijd vergen dan met
de ocude vorm,

2. De grendgedachte van de simplexmethode.,

Wij gaan ult van de volgende vorm van een linealr programmd -

ringsprobleems:

N
, : 1 Wl le r o S - )
maximalisee«y éo fiﬂ ijj (L,ﬂ)
Il
onder de voorwaaraen ZM* a. . X . = & (imﬂ,,,ﬂ,m)(2¢2)
7= LJ 1.0
en }{T;(D (J=1,...,0). (2.3)

e constanten cj Cn aﬁi zlJjn alle gegeven; de aﬁo WOPden;; ()

ondersteld. Indien een probleem deze vorm niet bezit, dan kan

L]

het altijd hiertoe herlcecid worden.
Gebruikt men vectornotatie, dan kan het door (2.1), (2.2) en
(2.3) gegeven probleem ook alg voigt geschreven worden:

” @ Cow
maxlmaliseer x, =0 X ) (2.1")
13
onder de voorwaarden ;A x., = A (2.2")
. J O
J'::";/l
&1 X 2 0, (P.31)
C. ;K 4\ A
/ ﬂ [ 13
Hierin is C = . ) , A= ;\, en Aj e o (j=0,...,n).
C
g Kh amj

Cen A 2ijn n-dimensionale vectoren, waarin n gelijk is aan het
aantal verschlllende variabelen dat een rol speelt, terwijl de
vectoren Hj (j=0,...,n) m-dimensionaal z1lJn en m bepaald wordt
door net aantal bijvoorwaarden, dat in (2.2) is opgenomen.
Formule (2.2!') kan nog enigszins anders opgeschreven worden

wanneer men de vectoren (Aqﬁu..ﬁﬁn) samenbrengt tot de matrix A,

Wbl B gy WEES MW uaes D TR

1) Vectoren worden met hoofd-drukletters aangegeven; tussen zi j-
en kolomvectoren wordtl geen onderscheid gemaakt. Matrices
worden met hoofd-schrijffletters aangegeven.



“11 “1n
A is dus de m bij n matrix ﬁ , en (2.2') gaat over in
“m1 " Zmn
AX = A_ (2.2")

Het probleem kan nu als volgt geinterpreteerd worden: ge-
vraagd een vector X te berekenen, dile aan (2.2') en (2.3') vol-
doet en z maximaal maakt.

Een vector X die aan (2.2') en (2.3') voldoet noemen wij
een toegelaten vector en deze correspondeert dus met een toege-
laten oplossing. WiJj zoeken nu onder de toegelaten vectoren
diegene, waarbij z maximaal is. Voorlopig nemen wij aan dat er
één of meer toegelaten vectoren zijn. Men kan bewiljzen dat de
verzameling van toegelaten vectoren convex 1s; dit betekent dat
wanneer X, €N X, er toe behoren, dat dan ook de vector
qu - (ﬂuk)xg (0 A1) tot de verzameling behoort. Men verge-
113kt figuur 1, waarin de situatie voor twee dimensles geschetlst
is. Bovendien kan men aantonen dat de verzameling niet door
ronde 1lijnstukken wordt begrensd, maar bl jvoorbeeld in tTwee
dimensies alleen door rechte 1ijnstukken en hoekpunten (vgl.
figuur 1) . Evenzo wordt de verzameling van toegelaten vectoren
in een d ie-dimensionaal probleem alleen begrensd door vlakke
veelhoeken, rechte 1lijnstukken en hoekpunten. De verzamellng
van toegelaten vectoren bhezit bL1ijJ problemen in ruimten met meer

dimensies overeenkomstige cigenschappen.

o *
o
kmmmmmnmwm/m.mw o P T § e e i+ © WM X £

fig. 1

De verzameling van toegelaten vectoren is convex,

De volgende twee stellingen kunnen nu bewezen worden:

Stelling 1 De functie Z.y = C.X berelkt de extreme waarden in
hoekpunten van de verzameling van toegelaten vectoren.



Stelling 2 Een vector X 1s dan €n slechts dan een hoekpunt van
de verzameling van toegelaten vectoren, wanneer de

coefficiénten xj}>o corresponderen met vectoren Aj

Uit A die lineair onafhankelijk zijn.

Stelling 41 houdt in dat wij ons bij het zoeken naar het
maximum kunnen beperken tot de hoekpunten van het toegelaten ge-
bied. Uit stelling 2 volgt dan dat er altijd een optimale vector
X bestaat, waarvan hoogstens m elementen £ 0 zijn. Zolang er geen
complicaties optreden (zogenaamde ontaarding) bezitten de bij de
hoekpunten behorende vectoren precies m elementen # 0. De vectoren
Ai die bij deze elementen horen vormen dan €en basis van de
m-dimensionale ruimte, waarin de vectoren Aj liggen; de betrefl -
fende oplossingen worden daarom basisoplossingen genoemd. Aange-

zien men, wanneer er in een hoekpunt minder dan m elementen van
X ongelijk nul zijn, de biJ deze elementen behorende vectoren Ai
altijd kan aanvullen tot een basis, noemt men ook in dit geval
de oplossing een basisoplossing.

De eerste conclusie luidt dus, dat wij bij het zoeken naar ae
optimale oplossing alleen baslsoplossingen behoeven te vergelil J-
Ken.

Verder volgt uit het feit dat men op hoogstens (n) verschil-
lende manieren een basis ult de vectoren qugo A kan vormen,
dat het aantal verschillende ba81soplosu1ngen£;( ) is . Wanneer
men er nu voor zorgt dat twee basisoplossingen tijdens het oplos-
sen nooit meer dan €én keer met elkaar vergeleken worden, dan
1uidt de tweede conclusie: de oplossingsmethode leldt 1n een
cindig aantal stappen tot de optimale oplossing.

Bij de simplexmethode worden steeds hoekpunten vergeleken
met de eilgenschap dat de bijbehorende basissen (m-1) vectoren
cemeenschappeli jk hebben. Dit betekent dus dat tijdens het
{teratieproces blj iedere stap hoogstens eén oude variabele)> O,
nul kan worden en dat ook hoogstens één variabele van nul posi-
tief kan worden.

3., Het iteratieproces bij de simplexmethode.

Laten wij aannemen dat wi] beschikken over de basisoplosSsing

X = (xqo,nu.ﬁxmo,Oj.nnjo)“ De met deze oplossing corresponderende
basisvectoren zijn A,,...,A . Alle vectoren A.(3=1,...,n) kunnen
d m

J
dus geschreven worden in de vorm

m
A, = 2 A.x. .. (3.1)



Volgens (2.2') geldt

Im

o @ o 2

!ﬂ) .;Zj AX. (3.2)
1="

formule (3.1) is dus ook voor j=C juist. De m elementen van X

die dezelfde indices hebben als de basisvectoren vormen Samerl de

m-dimensionale vector Ko“
Voegen wij de vectoren Aq,,.,,Am samen tot een vierkante

matrix B, dan kunnen (3.1) en (3.2) ook geschreven worden in de

VoIt

A, = B.X. (5 = O,...,50), (3.3)
waarin Xj = (X’lj’ s e oo gK ) .

Opmerking. Iin tegenstelling tot de vector XO waarvan alle elemen-
ten » O moeten zijn (vgl. (2.3')) kunnen de elementen van de

vectoren Xj zowel positief, nul als negatief zilJjn.

Uit (3.1) volgt dat Aj celi jkwaardig is aan een bepaalde
lineaire combinatie van de vectoren ququﬁ,A ., Aan de voorwaarde
(2.2') blijft dus voldaan, wanneer wilj in (3.2) de vectoren
Aq,a..,ﬁm in de Jjuiste verhouding genomen, vervangen door een
andere vector, bijvoorbeeld A,. Voeren wij in (3.2) de nleuwe
vector in met co&ffici&nt o > 0), dan betekent dit dat in de
nieuwe toegelaten vector X', het element Xél = g is., De functie zZ
wordt dus 019 groter. Anderzijds worden de positieve elementen
van XO verminderd met & keer de elementen van X13 waardoor de

m m
functie €. ) C,yXs4 kleiner wordt. De som ; — C,sX, 4 wordt aan-
® jﬁ- m/‘ .

mJ

gegeven et Zq -

De nieuwe waarde z! van de te maximaliseren functie kan ult

!
O
de oude gevonden worden met de formule

zl =z + e(cy - zl)¢ (3.4)

De transformatie maakt de functie dus groter wanneewr @(clwzl)> O
is. Volgens (2.3) moet €2 0 zijn en dus volgl ult (3.4) dat

Z slechts kan toenemen wanneer 01~21>>O is of zlwcl<fO, Indien

de waarde van Z inderdaad groter wordt door de variabele X4 een
positieve waarde te geven, dan ligt het voor de hand, dit in zo

sterk mogeli jke mate te doen. Om na te gaan hoe ver men hiermee

kan gaan Ttellen wij s(e > 0) keer vergell jking (3.1) voor J=1 op

bij (3.2). Het resultaat luidt

0
fiﬁ Ailxgom0xyq) + By.0 = Ay (3.5)
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Fen oplossing moet voldoen aan (2.3) en dus moet gelden

€20, X, = 8 x;720 (i=1, ...,m) . (3.6)

Wegens 8> O en.xio} U is hiera.n voor liedere xilg;o voldaan. De

waarde van © kan dus hoogstens geli jk worden gekozen aan het
X

minimum van de quotiénten:XiO me Kil> 0., Gezien het bovenstaande
, 1l
kKiezen wili]j steeds

X
o = min Xio
i X1

(x,,> 0) . (3.7)

Laat dit minimum bereikt worden voor 1=r en alleen voor
X

i=r; dan is 9 = xri . Als nieuwe toegelaten vector X' hebben wij
v ]
nu gevonden

X X

e O
Xt = (x4 - e X - X G
: 11° °° 2 -1.0 X r--1.1° "~

-+
Xr+1,0

k3

X X A
IO o - , 170
0, .

x X - e e e e
X mi- AR ¢
rl Tl

, O0,...,0) . (3.8)

_%mr""l 3 ©o @ & 3 1 O |
4+, 1 n, X1
Het deel van de vector X' dat melt de nieuwe basgsisvectoren

' =& g Y 2 “ - | J a @ 0 ® t 1&1 » © @ |
correspondeert (dus met A N Y NPT ,Am,Al) wordt weer
Xé genoemd. De nieuwe waarden van de variabelen, die zowel 1n de

oude als in de nieuwe oplossing voorkomen, wordt volgens (3.8)
gevonden door de transformaties

X
I"O

xrl

. = X, ~
10 iQ

Cxiy (1 #1) (3.9)

De waarde van de varianele die in de nleuwe oplossing positief is,
maar in de oude nul, volgt uit

Xio B X ’ (Bnﬂo)

Substitueert men deze oplossing in (2.2'), dan vindt men

m X. X
> A, (x., - —2x..) + A, .22 =1n (3.11)
izq 1 10 X1 11 1 X1 O
1#1

De nieuwe basis is B!' = (quﬁ.,,Armq, Ar+4,,¢ﬁ,AmjA1); alle

vectoren Aj kunnen ultgedrukt worden in de vorm van een lineaire
combinatie van de vectoren in B'. De nieuwe co&fficiénten kunnen

op de volgende manier uit de oude worden afgeleid. Uit (3.1) volgt
voor Jj=l1
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" - ) (3.12)
A = (A, - & A.x..),
13 X .1 1 § e 1711
1£T

hetgeen na substitutle 1in (3.1) voor Aj leidt toT

m m

Aj = - e fkfxil)

i =1 =

i#r 1#r

of

A - iﬁi. ) (3.13)

A, = A, + oo A (x.,. - X :
J X.q A — 171 X.q

Op deze wijze 1S Ar ge€limineerd ult (3.1). De nieuwe coéfficienten

van de vectoren die zowel in B als in B! voorkomen volgen uilt

X
! = ] T oA , 14U
x5 X5 X X4 (1 # 1) (3 )

X
- Id (3.15)

Deze formules zijn dus geheel analoog aan (3,9) respectievell jk
(3.10). In vectornotatie luiden de nileuwe vergelijkingen

Ay =B (j = O,...,0) . (3.16)

Uitgaande van de nieuwe toegelaten basisoplossing Xé kan met
behulp van de vectoren KH dezelfde redenering toegepast worden
als met de wvectoren KO en Kﬁ 18 gedaan,

De nieuwe waarden ( zjmé:j) ' kunnen op eenvoudige wijze ult
de oude worden afgeleid. Volgens de definitie van z., (3.14) en

(3.15) is

m m X
- S ' U o~ N __rj 4
(zj Cj) ;: Xj4Cy T X{C7C ;%T(XiJ v Xil) Cy
1="1 1="1 L
1#r iAY
X X m X
y Ed oo - cC., =2, - X_.C_ =~ —=d 2 c.x - —d x ¢+
X1 1 § ] rjr Xy 421 I A § X rlr
X X_ .
+ Ed g e, = (z.-c.) - 2 (2 -c.)
. : 2 / \
Xy 4 7] J 73 X .9 1 177
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Met behulp van de volgende stelling kan worden nagegaan of
het maximum reeds is gevonden.

>telling 3.

Wanneer in een bepaalde stap alle verschillen zjmcj;>0 z1jn,
dan is het maximum van de functie z Dbereikt.

O
Bewljs: Laten in een stap Ai ,anq,Ai de basisvectoren zijn, zodat
geldt L &
. ,
m
[ Xiin = Aj (§j=0,...,1n) (3.18)
1=1_

en laat voor iedere j(j=1,...,n) zjmcj;;O zijn, dus

im
‘é; Cixijhcj>’o , (3.19)
i=1
d
Voor een willekeurige andere basis Al , ﬁAl 1S
d m
1 1 i i 1
) me Zfl Zfl Zfl iy o
Bo = & Xy By = L %y (. ®i985) = & (2 X1 o%31) By
]_»-------l,I O IL~--M----1,l O .‘J.-«---“-'"':rr---fL,I =1, ZL--;----CL,l

(3.20)

Aangezien iledere vector ap slechts één manier in de basisvectoren
uitgedrukt kan worden volgt uit (3.18) voor j=0 en (3.20)

lm
X g mcg; X1 0¥ 1 (1$lﬂ"'°’lm) : (3.21)
lmlq
Kiest men Al Ju,.,Al a%s basis, dan 1is de bi jbhehorende waarde
1 [T} —m
van de functie Z ¢ ) C1Xq 4 Deze waarde is kleiner dan de bi]
1-"--‘--='---'-""ZL,l
Aiq’“'”’Ai behorende waarde; immers met behulp van (3.719) en
m
(3.21) vindt men
Lo T Em Eﬁl " m
1;1 °1%¥10 € 1?-:-}1 (iz:i °1%11)%10 = i?;__;i "1 (12;—1 *11%10) = :Ei “i%i0°
i Bk Bt ] ] ’
q.e.d.

Het proces wordt derhalve be&€indigd wanneer bij pﬁnt 2)

blijkt dat alle z,-c,

stap alle x.,, <0, dan kan de waarde van de functie willekeurig

>0 zijn. Zijn bij punt 4) in een bepaalde
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1 q201
Ko(a) = Q(a) + 3 — als x 2q. (25)

De inkomsten worden nu gegeven door:

Iz(q) = a9 als x >q. (26)

Met behulp van (23) t/m (206) kan eenvoudig worden nagegaan, dat
de verwachting van de winst gegeven wordt door:

Q
W(q) = 6/ {aqx +ag(q~x)~(q~%001} f(x)dx +
- %QQC,,
q/ {a’lq“ X } f(x)dx - Q(q). (27)

De functie W(qg) is slechts dan maximaal voor qu*O, indien

voor deze waarde van g geldt:

Wi (g™) = 0 . (28)
Uit (27) en (28) volgt voor qmq*.
Q
(a) = [ (apcpe(xan + / (a, - m)f(x)dx - Qr(g) =0 (29)
of
/m a”C. 3
as, - C, + e (a,l - = - a, + Cq)f(x)dx - Q' (g™) =0 (30)
Het criterium wordt nu gegeven door (30)
cO 3k
q C
*y
M(Q™) = 8y - C4 + Jér(aq - X 1 P +-Cq) f(x)dx - Q' EE) = O

In onze beschouwing werd tot dusver geen rekening gehouden
met het verlies aan "goodwill" door "neen-verkoop'". Het is uiter-
aard voor het modehuis geen reclame als de klanten onverrichter-
zake de winkel weer verlaten. Het verlies aan "goodwill" is echter
Slecht Te meten. Wel kan men dikwil jls aangeven welk bedrag de
elgenaar bereid is uit te geven, opdat de klant een volgende keer

zal Terugkeren.

Wij zullen deze kosten aangeven met 033 alhoewel deze
constante in een vorig voorbeeld gebrulkt 1is voor de noodinkopen
per eenheid. Men kan de dubbele betekenis van de constante 03
gemakkeli jk rechtvaardigen, immers in beide gevallen probeert men
het "uitverkocht zijn" af te kopen.

Aan het rechterlid van de betrekking (25) moet nu een term

van de grootte CB(qu) worden toegevoegd:
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Voor W(qgq), de verwachting van de winst, vinden wij dan:

: X
W(q) = O/’{aqx + ag(qu) - Cq(q - §0<Qf(x)dx +
2
+ //{aqq -~ CB(xmq) ~ Mjgwm }f(x)dx - Q(aq) . (31)
8|

Het criterium wordt nu gegeven door:

Van het bovenstaande resultaat zullen wij thans een toepassing

bespreken. Wij zullen uvitgaan van de volgende gegevens:

a) de inkoopprijs ven een hoedje bedraagt dertig gulden,
m.a.w. Q(q) = 30q:;

b) de verkoopprijs in de normale verkoop bedraagt vijftig
guldzn, m.a.w, a4 = 503

c) de verkoopprijs in de uvitverkoop is twintig gulden, dus
8y = 20

d) de voorrcadkosten bedragen vijf gulden per selzoen per
hoed je, dus Cq = 5

e) de kensvardelirg van de vraag wordt gegeven door f(x) =
(0,02)% x ¢~9»9%%, (33)

f) het verlies C, aan goodwill voor ieder hcedje te weinig

in voorraad uwerdt achtercenvolgens getaxeerd op 0,5, 10,
1, 20, 25 cen 30 gulden.

De relatie (32) wordt in dit speciale geval gegeven door

LD o

(35 + 03) s4f t ™" dt - 0,1q" /i ™" At = 15 (34)
0502,:‘3"" O, 02{3#1&

of na enig relienzin:

. 3 . %
(0,6 + 0,02 C,) e 0,029 0,02q

+ (35 + 03) S = 15. (35)

2€

Indien wi]j cdeze betrekking oplessen naar q vinden wij:
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5q(q-1)C |
Aangezien zoweliwmmmgfmmj- als Q(q) monotoon niet dalende
functies zijn van q, wordt de minimale waarde van K(q) bereikt
voor gq=0. Deze waarde van q is echter ultgesloten, omdat alti jd
aan de vraag moet worden voldaan en dus vinden wij g=1 als optl-

male bestelgrootte.

Wanneer wij deze oplossing aan een nadere beschouwing onder-
werpen, dan blijkt dat de optimale keuze van g niet afhangt van
de waarde van.Cq en de wiljze, waarop kortingen worden verleend
voor grote orders.

De hierboven gegeven oplossingsmethode is dan ook niet
Juist.

Men dient zich nl. allereerst af te vragen welk doel men
met de inkooppolitiek tracht te bereiken. Daartoe kan men de
volgende criteria onderscheiden:

1) Van de optimale inkooppolitiek wordt verwacht, dat aan

het eind van een zeer lange van te voren gegeven periode
de (verwachting van de) totale kosten over die perilode

lager zijn dan van elke andere politiek.

2) Van de optimale inkooppolitiek wordt ge&ist dat de totale
kosten in een periode (of de verwachting van die kosten)
waar 1n een van te voren gegeven zeer grote hoeveelheid
goederen wordt verbruikt, minimaal zi jn.

Men kan onder zeer algemene voorwaarden bewiljzen dat beide

criteria dezelfde optimale inkooppolitiek aanwi jzen indien
"zeer groot' door onbegrensd wordt vervangen in de beide criteria.

Aangezien wij op ieder besteltijdstip aannemen, dat wij aan
het begin staan van een periode, zoals deze wordt ondersteld in
één van de beide criteria, zullen de ordergrootten steeds gelil jk
z1lJjn.

>tel dat wij onze overwegingen baseren op het tweede crite-
rium en dat wij vervolgens twee alternatieve inkooppolitieken
S1 en 82 vergelljken met de bestelgrootten resp. A4 €n d,.

Kiezen wij nu als "zeer grote hoeveelheid" de waarde‘Nq1q2
dan zijn er ng tljdsintervallen, waarin a worat verbruikt en
qu tljdsintervallen, waarin in totaal P wordt gevraagd.,

De kosten worden dan voor de politiek S,l gegeven door:

>q.(q,=-1)C
Na, {§ i l L +Q(q4)§ - (39)

en voor de politiek 82 door:

1 | _
. ﬁq2(q2“q)cq .
Nq1{ —= -+*Q(q2)}. (40)
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1
t

De politiek S1 is te verkiezen boven 82 als geldt:

1 e
§Q1(Q4“1)Cq .
g (2000 o)

of na deling door ngqq:

, , N\ . L
(7 a4(a4-1)C, +=Q( a4) ¢ {2 Ip(9p1)0 +Q(dy) : (%2)
i Q4 <o

W + Q(qg)} (LH)

Uit de ongelijkheid (42) kan men zonder veel moelte vaststellen,
dat voor een optimale politiek moet gelden:

" 2(a-1)Cq Aa) (43)

(q) = -

is minimaal.
Bezwaar kan gemaakt worden tegen het subjectieve element

"zeer groot" in de beide criteria. De basis ongelijkheid (42)
is echter onafhankelijk van N, Om deze eventuele bezwaren op te€

heffen, veronderstellen wij dat N — o,
Schrijven wij vervolgens voor Q(q):
Q(q) = q b{q) + C, Ty

dan geldt als het minimum van k(qg) bereikt wordt voor qqu

C C
k' (a¥) = z% + b (q%) - ( %)2 = 0. (#5)
.

Het beslissingscriterium wordt in dit voorbeela dus gegeven door

; C
M (g*) = "é“:;'z-i-b'(q*) - ~ = 0. (46)

(q

Indien Q(qg) is van de vorm:

Q(q) = aq + Cg4 (47)
dan geldt: b'(q) = 0 en vinden wij voor de optimale bestelgrootte
q™: ’

5 20LCO l
o* =\ = (48)

Veelal is de vraag niet constant, maar een stochastische
groothelid, waaraan een kansverdeling is toegevoegd. Wij zullen nu
aannemen, dat de kansverdeling van de vraag voor alle intervallen
met een gegeven lengte gelijk zijn, onverschillig de ligging van
het begintijdstip.
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5. Twee Varlatles op _de simplexmethode.

oo - ~apl Wl e

Volgens (3.4) neemt de waarde van de te maximaliseren functie
toe blj een benaalde stap, wanneer @(gfmgg);>0~is, Daar wij © niet
negatief moeten kiezen, dient duus Cp =Zyp > O te zijn, of ;fnngfo.
Bij de in paragraaf 3 beschreven iteratiemethode werd steeds de
meest negatiere waarde van Z --c{ oprezocht . Daar de mate waarin
o btoerneemt ¢ or @O(Jﬁ"af) wordt bepaala, 1lig? het meer voor de
hand blj icdere stao dle vector Af in d2 batis op te nemen, waar-

vVoor @(ngz{) meximasl is, omdat men dan mag verwachten het

Z

maximum in een !rleiner aantal stappen te kter~siken. In het algemeen
is dit indz:rdead het geval, doch hier staat tegenover dat de tT1ijd
nodig om €Zn stap uit te voeren groter wordt; immers voor iledere
;qu}<jo moe%gn nu de clementen xl .> O opgespoord worden en de€
quotié&nten LC (J ;>O\ bepaald. De ervaring leert dat bij hand-
pberekenincen ?gventueel met behulp van tafelmachines) de tijd-

winst verkregen door het kleinere aantal stappen meestal rulm-

schoots opweegt tegen de iets langere tijd nodig per stap, zodat
het aan te bevelen is hierblj deze methode te gebrulken.

De tabellen I t/m III bevatten de verschillende stappen,
wanneer dezcec methode toezepast wordt op het in paragraaf 4 be-
handelde voorbzeld; de pijlen geven weer aan welke vector ult de
basis wordt ge&limineerd, resp. weclke vector er in wordt opgenomen.
De negati?v: o kten O(zjmcj) zijn bij de uitgangstabel -50 voor

10, ~133m-vocr qu, -150 voeoor Xqu en -200 voor X15, zodat volgens
de aangegeven rege . X45 in de basis moet worden opgenomen in de
plaats van X,.. Tn paragraaf L werd X, vervangen door X13
(vgl. tah=2l LT on blz. 214). De tabel met de optimale oplossing
wordt hiecr in “w~2 stappen bereikt; in paragraaf 4 waren er vier
stappen voor nocl L.

Voor eclcctronischn mechines wordt altijd de kleinste waarde
van 35”96 mabh-il als criterium, welke vector bij de volgende

stap in d2 "hfais opgenomen mo2tT wors 2n.

Tabel 1

De nitagangstebel
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Tabel 11
De eerste verbeterde oplossing

[ - . £y - ATl I ey, . o N b e - ' el 1) o WH w “ m -~ _1;:_~hu.-' _._r-_..-.... a1 M o S
-y AR RO m“ m m P ey .. " . -

_.cj-eoo 15 {10 ’15 10 --5 0 --5 '5 | 0 |-5 [10 | 5 | O

|
t

Tabel 111
De tweede verbeterde oplossing

De andere varlaties, welke wij noemen betreffen de behandeling
van de op blz. 210 ingevoerde extra variabelen Kqgqs s o s X g Ge -

woonlil jk voegt men bij het oplossen van dergelijke problemen een

nieuwe, dus (m+2)de rij toe aan de tabellen, waarin de co&fficié&nten

van M in zjmcj geschreven worden. De berekening wordt in twee fasen

ultgevoerd. In de eerste fase gebruikt men de elementen van de

nieuwe rij als criterium, welke variabele in de basis moet worden

opgenomen. Men gaat hiermee door, ofwel tot de B-kolom geen van de

variabelen x . .,...,Xx_ _ . meer bevat, ofwel tot alle co&fficié&nten

in de (m+2)d rij > O zijn. In het eerste geval heeft men een toe-

gelaten oplossing van het ocorspronkeli jke probleem bereikt en kunnen

alle variabelen xn+4""’xn+t weggelaten worden, evenals de toege-

voegde (m+2) © rij. In het tweede geval komt men uit op €én van de

volgende drie situaties:

a) er zijn nogvariabelénxn+1,,,a,xn+t> O; volgens 2) op blz. 210
bestaat er geen oplossing van het oorspronkeli jke probleem;

b) de variabelenxn_i_,},“.,xn_}_t zijn alle nul en de bijbehorende
vectoren komen geen van alle in de basis voor:

c) de variabelen x na? c++2¥, ¢ 21jn alle nul, doch één of meer van
de vectoren x +1,.‘.,Xn+t komen in de basis voor.
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In de situaties b) en c¢) begint men aan de tweede Irase. BilJ
b) laat men de variabelen X_ ., .>X ¢ alle verder bulten be-
schouwing, evenals de toegevoegde (m+2)de rij en men gaat verder
op de gebruikelijke wijze. In geval c) kan men dit niet doen om-
die in het begin van de tweede

dat dan variabelen X . 3 X

5 .
fase basisvariabelenn;;t de wgggde nul zijn, later positief kunnen
worden. Om di. te vermijden blijft men de (m+2)de rij meetransfor-
meren en bepaalt men bij iedere stap de 1n de basis op Te nemen
vector met behulp van die zjmcj, waarvoor de co&fficient van M nul
is.

De hier beschreven methode, waarblj men eerst een toegelaten

basisoplossing zoekt en daarna de optimale, noemt men de "two-

. . I A ] s s o
phase simplermethod . Aangezlen men variabelen X, 113 s Xt

welke uit de basis ge€limineerd zijn, daarin niet voor de tweede
reer behoeft toe te laten is het bij de tot nu toe besproken

vormen van de simplexmethode niet nodilg de vectoren Xn+1’“"fxn+t

mee te transformeren.
Naast de boven beschreven methode bestaat er ook een vorm,
waarbij in geval c) gedurende de tweede fase de (m+2)de rij wel

wordt weggelaten§ deze vorm is voorgesteld door G.F. HADLEY en
M.A. SIMONNARD.

Yeste gl TN GRS gl WIS WA edinp

1) G.F. HADLEY and M.A. STVMONNARD, A simplified two-phase technique
for the simplex-mc*thod, Naval Research Logistics Quarterly é.
(1959) 221-220.
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6. De herziene simplexmethode .

ken nadere beschouwing van de punten 1) tot en met 8) op blz.
208 leert, dat wij bij iedere stap alleen nodig hebben: de waarden

de vector Z/ wanneer Af in de basis wordt opgenomen en de vector

Laat in een bepaalde stap B de basis zlJn. In analogie met X
voegen wij de elementen van C met dezelfde indices als de basis-

vectoren samen tot de vector CO“ Volgens de definitie van 2,
(zie blz. 205) is dan

z . = 0. X . @
] 0 ] (J

|

O, ...,0) (6.1)
Uit (3.3) volgt

Xj =R ' A, (g = O0,...,n) (6.2)

en dus is

(6.3)

s
O
o
-
o
|
O
D

Wij zien derhalve dat in iedere stap de vereiste gegevens ge-

vonden kunnen worden, mits naast de oorspronkeli jke gegevens

Aojﬁq,ﬁa@ﬁAn en C de :"i_nve:::’*f:fsei}?{m/l van de matrix B van de basis-

vectoren bexkend is. Het is dus niet noodzakeli jk bij iedere stap

alle vectoren Xj (J=0,...,n) te berekenen, zoals in de simplex-

methode gebeurt; het berekenen van..'IEJ"""'/l 1s voldoende. Op deze ge-
dachte is de herziene simplexmethode gebaseerd.

De herziene simplexmethode komt hier op neer, dat men in
plaats van de vectoren Xj pD1j ledere stap de mat1_**.75’1‘;::){’L'ZEE&W1 trans -

formeert. Hoewel dit niet expliciet tot uitdrukking gekomen is,

wo:r?dt..‘.ZIES“""""/l ook b1J de simplexmethode in iedere stap bepaald. Volgens

punt 1) op blz. 208 worden steeds de vectoren Xj m:quAj ulitgere -
kend. Nu bevinden zich onder de vectoren Aj de m eenheldsvectoren

Eiﬁ zodat ook de produkteniﬁmqﬂEi in ledere stap bekend zijn.

Voegt men de eenheidsvectorensaﬁen tot de eenheidsmatrix 7, dan
volgt hieruit dat het simplextableau steeds de matrix
3" =p7 (6.4)

inverse van de matrix van basisvectoren. Gewoonlijk past men de
fformules toe op XO en D]g:}..13""""1_9 zodat de herziene simplexmethode uit

de volgende fasen bestaat:



s e . e Hane T
LT J L4 a
kN }’3 .mireé _ Jﬁ ﬁ -iﬂ:%
R %ﬂr‘:ﬁfj

uawﬁk‘g

Ay _}M.é e, .: g;:%
) f N e g ?Kﬁ? ’%f B
9

e

15varla

k)

g %

2
=
- 3

Lo FE
Ehb e

AgEemta

l’rﬂ.uﬁ- [P

waard

I

G

W@Wmﬁgiiﬁﬁw {

‘ ) . E
€ ersch
tﬂﬁﬁ 5 #JT? ﬁ',igq.lﬁ“

i

H L

g

Aitkpry ity
g reltHr

@iﬁ

3
X!
i

oy

i r gL
e o bl

=

nﬂh" !

&

Py ¢ J e
oy

D
%
N
O
L7

I

Jpen Vvoor |

|

R

il
%'l

N

¥ i
H

A

e vector C 18

in de basis zi4n

. Q} P W gﬁ | . %

5 e S O S O B e AT VR A g T N A e L g - NG A1l 0+ SRR R TS TR g R P Ty YT R
e z 1 e "
) G
i: ol 1
4 i i d j
3 s !
ll ‘-H r '
i f}ﬁh,u :
it g
¢: mj I s ‘?f -, hthm;‘ kq!ﬁ '.-:;"!
4 K
A 4
: 4

i
e 3
.
;
.-_:r
ny
e
3 8E r 1 T FraE Eheapkid e ) 3 3 ' W ot s FEo] ; H al's ""
r e
o I t
: ¥ b
1 - A i)
i # ‘
3 ; &
i L %
v I A
2 ; o
.:‘:. th{h & Lo iy, ‘{'r
A o%g»,% . ¥ o : “3;% .ft: .
i i 7 d : i
1 rj-ﬂ Fik ] 3. %
k. i :f‘|| B
L:: H il "
2 ; i "
n |i.: A él'
: 7 £ 2
3 1Y H 3 i' i
A ; 5
E l 4 3

a_ T
Fd
e

ot B Ty S LT By

At

: i
' ¥
¥ £
& q
H i ! I
: ] L
! pis. N i .
i )
if I
4 I ' &
T
5

Ik g W e

s ]
5 e {4
4] 3 L
i o 3 ]
A% 13 " +|
: I
f:- £ L)
I £
i (il ] t A A Y il o i 4
s . u 3 L z v e r t r el 3 Vo v 3 [ r LT AT ! Hy




.“fﬁ}ht
ERREA B iy b;?

L -L . [ PR [ . 17 ! E !
; Js’F h"’ss e m}ﬁ; ?:P’m ’ .ri'i’rrf & i ﬁgﬂ-&' ’ . 4 - . - i Jﬁiﬁp " % P
SRR - SR I . e o ? ) S - . 1
st wtate ; Ty ; i i oy . - j S
%“’ﬁ i éﬁ-‘dﬂﬁ'- F i) B ﬁﬂ.“*ﬁﬁ ﬁ } L j
e o i g i At
b _.;jhﬁ!'z@ 5

1\_—_5%1‘&
v
et

4t ; REOTRES

IR
WGt

el
ARATECopT

L

b :
? . R . t N
oo cpalen , 1 L LR <
B * T ] m
C P o \ } g v #Hh v M mﬁ!’

L
"?%-T:L

s Jg i Lot
101

LI
e

el %,,9 j . N P ,
A T L B A it O
%‘ﬂj %"&tﬁ?ﬁ \zs} % j

L L
FUCTRE Y ol

A

? 7
-10 O
Lo—

o

[l AL 5N
é"" e
TreRt ,[Jr

T ol AN > *ﬁ;ufw;zm "
f A o - e }

A
T
ﬂ )
L -'F k
II J ﬁ
-a-:n«"’d‘r o

# % " ;ﬁw?
| J

e

1§ b
e

e

iy TR o et

y . g i 4
b f ) ER— f‘} 7 S
g’”ﬁ" B 0 ] o 1 % ) e - o ; ‘ ﬁ w A ﬁ:; E ﬁ ! T
m} ; g?%ﬁ ‘. P LTS
Wr"ﬂ mprer? % i‘a idJ

s
A

1 -
e
£ T /
o .!.l A Pl < LT |
A T {?ﬂ ly’ g : ]
5zl ; 0L ol

1A b

i
~

)

b o e K g T

T s }
.
= g

¢
¥
&%

R A T

?a‘ﬁ} Hoe,,
o

Tt gt

g E R L

‘ r”:§ {:‘“‘ih}
@:m*u s

RN

TR
rpsipifeat

A

\';;'r I, y \Ei v ]
; %% [ T A @%
- il

- PRI .
!
Y ﬂip "

f'ru ‘e, g@ ] LT
ropsf (]

e

65 10

AT
“rinkchwir vy

g »
AR A REW PN
Lo T . ﬁ o Wi omrif




11

@?’4% ggf@“i‘! i
e L

Tk it

3i¢v,§g.[u‘r%

Y=

W

L i
3
T, poarsd

[ bl

AR

P el

r{!-a}q&

R,

a — s ’ s W i
E1LE L ‘ I F ’: 5y
wﬁ? o s L R g @”m” - .
i ‘%}jﬂ' i .;.g.-ﬁﬂ Sy FE J P q;'!’ d(i,{?'lf-l ‘Wj

. W ;

& ~ ) , |
i # ¥ o

Erh afinF L 8 -

#LiTranr 0 @ﬁ

IR i L e

whre,

e e

mum:i_?
F

Al L HEEN IR R N

SR 3

el Caale
g a1k

L

e A E Ty ] . s ‘. O ’y
Er R i e A S I T P T T el

£

At e gl

e T,

v

2
5
.
o

A F{f.::} o -
;flf 1 P il - .ﬁ% ) .

LTS

&

' if4
Em rm .
L= oo ,lj 3 % g q%? gt 7, S F".P I .
“ T ; :
o e P i N e . | "
) L] Wit Jw_ : Fﬁ )
3 T I a
iy i) 1! ¢ . e
e L L T : % fﬁ% iﬁ; :i:E@ % y
ot . : & F ot e B N




-

krdstede L E e

n ane

zonder,

Lk | . -+
% %;‘}.’a m %‘h* % :"“% g *‘g“% W i e @f’% " ooy Gty ali g Y gy -
LA S & ) R %zj folh o o wj i m}; i &?5‘ i‘ L5 %ﬁﬁ z'* ! fﬁ m «

migc he

&
L

i, i{% a@l’

k / @ y i 6 1 P g R " it ..f‘% : i B it
n bevatte oorspronkeli vectoren -
il ‘;;

1|

lormatie ¢t

L

net werk lel

eren functie

| FTFLE I
ﬁ!;‘l i kb .‘hly, L » i
i founed v e |
@. A é@f "hygar” s il 7
i (L1 i S -3

& \ L e %’M’ : %

L ER e R o

P¥ ]
. A S

gyu:rﬂm.p

UM art o Jﬂfwi

] P
wg’!ﬁﬁ J % % _— . % .:;q.;.*ﬁ!uat i ? ; o,
. Lyt s ity 2 iy . “E : , y i .
+ e oty " uﬁ i -JE A by, JE%
] [T i
o # . 5, 1

minimaliseert

Ul

i?;:mh e
X .S A
n+- Z. C.X
| u M ;

o LI 2 T

S g

T

of maximalise ffunctle

s

et L ¥
5) tezamen. De
4 w‘} ) i {]«a Afﬁ-iﬁ ?i:wi %f ; & -

i

g &

£

™y g Ry g % o
%}' !ﬂ “E% ,jim. @ 1 @ .- @ ?w% -ﬁi ﬂ% % & %

#

een restrict:

em me!

met e

zeer

)

Ay m g

L tal : h
ﬂiﬁﬁ‘é ﬁmﬁ ﬂ I@:ﬁi :?@

Ao LS,




LOTmM L

&

ik & R PE I B
STV

ﬂ%;

'J'fr!
gﬂl’ij %.'.,Whil %ﬁg&% {jﬂ% 1';5::13
: {%Rwﬁgﬁ T, el k. lsrient?

(ﬂ,—;!ﬂ'lﬂlf I:f;lgl
5) over in
;Fa‘:? ; }’J'?m}m. ! j : :

.-,ém-s

Eolo iy
W

w.u‘a‘n}j

1y

QA e
R L]

RLe o rrih g
e o HEEETAY

L8y Gy g gy e D gy Ry
%::ﬁ% ﬁf-’mwﬁ h%;f %ﬂ g;«-xéﬂ Wij ujm ;w : %‘;bf’ J i %ﬁg %::E?

egeven
i % % no 8

e

PRI, i oA R NSRS RIS sy sty LN, e S S S P R T L T T R T R e e e T e B T L e O T T L S e e
. T |

=
.

B o i g

Urearer

SEE R

A e """'ﬁwb
Y T }

ik

e

T, T

1
2
4

i

S e R A R o R B R S e S T RN T

o T B e T e T o e T s o T O 1 AP SRR LA OB T R TS 1o 7 [

L
%,

L
»mmwmmﬂamlmwwwm]%
e

A

Ry, 44

rmm

r{

IR SR R S DT, R SRR T L R AT R YOI

3
2
B
‘g'z.
ﬁ
B

e T e e e e e e T

e U]

Ay

2

v e

gy Pl gy

ARSIl B

I B

3

79

:
figy
il
i

o

Dt

wmmmmwwmmmmmmwmmwwmmmwmw‘4.WW,,;.WJ L o

wa
35

LA 21

DA L

ansgfo

LE 5

neergegeven worden in

1]

me . Daartoe bescuouwen wij ¢

B,

1%
—_

@ W & g W

skt
S

LA S w % W

Rl 1
R sy

#3

¥ & § &
3




~-226 -

eTp=1 . (B‘)_’]ﬁ (6.10)

hetgeen door uitvermenigvuldigen eenvoudig te verifl€ren is. De
transformatie wvoor iB"II komt dus neer op een vermenigvuldiging metT

een eenvoudige matrix, die vastgelegd wordt dcor de elementen van

een bepaalde kolom en het nummer van die Kkolom.
De matrices €5 voor de verschillende stappen geven wilij aan

——

met respectievelil jk ‘&?, ‘EP, ... en de matrices & met respectie-
veli jk (qu)w (B”,]),l, U R (6.10) volgt dan

I - /l ' — - /! '

Bovendien 1s
-
(B )ﬁ SN, (6.12)

en dus geldt

L - fl - e lﬂ o L I

8N, = ¢T . el .20 (6.13)
Om in iedere stap te kunnen vinden, behoeven dus slechts de
matrices ¥ onthouden te worden. Hierulit vindtT men bijvoorbeeld

1n de kde stap de vector XE als volgt:

, T V3 S < T o |
eeq e BB = [ 85080 AL L (6.14)

[

\ o r y
% /f T .—l'i;‘} IE { I

De produkten tussen haken, accoladen, enzovoorts z1lJn produkten

van een matrix met een vector, die echter steeds zo eenvoudig zi in,
dat zlj vrijwel neerkomen op produkten van twee vectoren. Op ana-
loge wijze kan de vector 00}3“1 eenvoudlg gevonden worden.

Voor het gegeven voorbeeld zijn de matrices ¢Y achtereen-
volgens:

0 (1 0

e — (4 — - 1 ;
] 5 ng , £»3 = | U 3 O
U | :{

AUl genl  SSEY el NS aews  Wame S

1) Strict genomen moesten WiJ schri jven ﬂr’lj ﬁgz, .. .5 aangezien

ook r niet steeds dezelfde waarde bezit; daafb verwarring niet

moeli,jk 18, wordt meestal de aangegeven eenvoudigere notatie
gepruikt.
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